Trois problémes de géométrie, conservés par un papyrus genevois

Par Jean Rudhardt, Genéve

1. Le document

Le papyrus dont nous traitons ici est conservé a la Bibliothéque Publique et
Universitaire de Genéve, sous le numéro d’inventaire 259. Il appartient a un lot
de papyrus achetés en Egypte par Ed. Naville, a la demande de J. Nicole, entre
1882 et 1907. Nous n’en connaissons pas la provenance d’une fagon plus précise.

Il s’agit de trois fragments contigus, s’adaptant parfaitement les uns aux
autres et formant un morceau de 17 sur 17,5 cm. Mutilé dans sa largeur, a
gauche et a droite, le document a partiellement gardé sa hauteur primitive.

Au recto, nous trouvons les restes d’un livre de comptes, trés endommaggés;
au verso, deux colonnes du texte mathématique, objet de la présente publica-
tion. La premiére colonne est compléte; le bas de la seconde est déchiré. L’écri-
ture du recto semble dater du Ile siécle de notre ére. Au verso, d’un type dif-
férent, moins cursive, et d’un tracé parfois géné par les aspérités du papyrus,
I’écriture de notre texte n’est probablement pas beaucoup plus tardive.

2. Transcription

Col. 1

1 "Eocto 3¢ 1p[iynv]ov op[3o]ym[vio]v Exov

THY pév kadeto[v] mod(Gv) ¥, TV
0& LIOTELVOLO OV £, EVPEIV
v Baciv. Evpnoopev 6¢

5 ovtwe. Ta € £@’ avtd, yi(yvetal) Ke:
Kai té y &¢° adtd, yi(yverar) 9 kai -
1O 1V KE dpov td I, Lowna ic:
®v tAevpd 8. "Eotan 1y Pa-
o1¢ 8. ‘Opoiwg 8¢ kai &n’ -

10 AoV aprtIpdv evpHoopEY.

17* Museum Helveticum
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Eav 1fj tpiymvov dp3oymviov
oL | uEV KAJeTOC KO 7y HTo-
1Elvovod i¢ T0 avTO Tod(MV) 1,
1 8¢ Bacic mod(@v) §, TovTov
15 xad idiav {ntnoope[v]
TNV T€ KAIETOV KAl TV
vroteivovoav. Evpnoo-
pev 8¢ obtoc. Ta & 2 ap-
10, yi(yvetan) 1< pépioov i¢ Tov 7,

Col. 11

20 yi(yveran) B té P dpere 4o TdOV 1,
Aownd & av fuoov 7. "Ectat
N xa[9¢€]toc . "Enerta ta ¥
apel[€ @]no tdv 7, Aowna E.
"Ectan @pa i) DROTELVOLOQ

25 mo[d(®dV)] €.

[v] €

[’Eav 7 t)piywv[o]v dpSoymv[iov]
[00 ) pé]v xaSetoc kai 7 Pldoic)
[i¢ 10 adT]d Tod(®V) 19, ©i 8¢ bmo[tei-)
[vovoa nto)d(@v) 1, evpeiv T[NV 1€]
30 [kadetov koY’ id]iav xai t[nv]
[Baoiv. Evpnoo)iev 8€ [oD-)
[twc. Ta i €@’ autd, o[
[
[-.].1
35 [).a.]
man [
TadTo |
Ao . |
gotay
40 a@ere
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1 Identification incertaine de plusieurs lettres; lecture globale non douteuse.

5 Lire les chiffres: € et ke.

13 Lire: €i¢ 10 avto nod(dv) .

15 Lire: xat idiav. Irrégularité de Vaspiration, cf. Mayser, Grammatik d. griech. Papyri aus d.
Ptolemderzeit 1 (Leipzig 1906) 199-200.

19 Lire: €ic 10 0.

21 Lire: fuov. Confusion v-ov, cf. Mayser, op. cit. 1, 118.

26-39 Restitutions incertaines, données A titre d’exemple.

32 Lecture p incertaine. Il parait impossible de lire y[i(yvetar)]

3. Traduction

Soit un triangle rectangle ayant son coté vertical de 3 pieds et son hypoté-
nuse de 5, trouver la base. Nous la trouverons comme suit. Les 5, multipliés par
eux-mémes, font 25; les 3, multipliés par eux-mémes, font 9. Des 25 enléve les 9,
reste 16 — dont la racine carrée est 4. La base sera de 4 pieds. En présence
d’autres données numériques, nous trouverons (la solution) de pareille fagon.

4

Si nous avons un triangle rectangle dont le coté vertical et 'hypoténuse font
ensemble 8 pieds et la base, 4 pieds, nous chercherons les longueurs respectives
de son c6té vertical et de son hypoténuse. Nous les trouverons comme suit. Les
4, multipliés par eux-mémes, font 16; divise par 8, cela fait 2; enléve les 2 des 8,
reste 6 —dont la moitié est 3. Le coté vertical sera de 3 (pieds). Ensuite, enléve les
3 des 8, reste 5. L’hypoténuse sera donc de 5 pieds.

(3] 5

4

[Si nous avons] un triangle rectangle dont le c6té vertical et 1a [base] font [en-
semble] 14 pieds et ’hypo[ténuse], 10 pieds, trouver les [longueurs respectives
du [coté vertical] et de 1a [base]. Nous [les trouverons comme suit. Les 10, multi-
pliés par eux-Jmémes, 100 ...

suite du texte mutilée.
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4. Observations générales

Nous avons sous les yeux les énoncés et les solutions de deux problémes,
partiellement d’un troisiéme, tous relatifs au théoréme de Pythagore. Situés au
verso rugueux d’un document administratif, ces textes furent écrits par un
particulier. Il ne s’agit pourtant pas d’exercices accomplis par un écolier. La
régularité de la mise en page et ’emploi de formules, telles que «nous trouve-
rons la solution comme suit» (1. 4-5. 17-18. 31-32) ou «en présence d’autres
données numériques, nous trouverons la solution de pareille fagon» (1l. 9-10),
semblent exclure cette hypothése. Nous avons sans doute affaire a la copie d’'un
traité ou, mieux encore, d’un manuel de mathématiques. En effet, 'auteur ne
fournit aucune démonstration; énumérant les opérations a effectuer, il enseigne
de simples recettes, propres a résoudre les problémes d’un type donné.

Application banale du théor¢me de Pythagore, le premier des problémes
conservés n’a pas besoin de commentaire. Le troisi¢me requiert un traitement
plus subtil, mais la mutilation du papyrus nous empéche de savoir comment
'auteur I’a résolu. Le deuxiéme lui ressemble et le texte en est complet, mais il
est elliptique au point que nous le comprenons difficilement.

5. Le traitement du deuxiéme probléme

Bien que les mathématiques grecques et leur histoire me soient peu fami-
liéres, je risquerai & son propos le commentaire suivant, que les spécialistes
corrigeront.

La démarche indiquée conduit & des résultats parfaitement justes mais
nous ne saisissons pas d’emblée le raisonnement qui I'inspire. L’auteur ne dit
pas de quels principes il fait usage et n’explique pas la raison d’étre des opéra-
tions qu’il énumeére. Il nous faut découvrir le sens qu’elles revétent a ses yeux et
la fagon dont il passe successivement de ’'une & I’autre. En reconstituant ainsisa
pensée, nous devons éviter de lui préter 'usage de méthodes algébriques, incon-
nues dans ’Antiquité. Voici deux raisonnements propres, me semble-t-il, a
rendre compte de la suite de ses opérations.

Premier raisonnement possible

Données: 1. somme [hypoténuse+ coté vertical] = 8 pieds
2. base = 4 pieds.
Ire opération (1l. 18-19) 42 = 16
En considérant la 2e donnée, nous devons comprendre:
base? = 42 = 16
2e opération (11. 19-20) 16:8 =2
Le 16 est le résultat de la 1re opération; le 8, la 1re donnée. Nous devons donc
comprendre:
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(Ire interprétation) base?: [hypoténuse +coté vertical] = 16:8 = 2
Il n’est pas possible de passer de ce résultat, ainsi compris, a la 3e opération.
On doit admettre que 'auteur lui donne un autre sens. Or le théoréme de
Pythagore lui apprend que:
base?= hypoténuse? — coté vertical?
Il peut donc comprendre sa 2e opération comme suit:

(2e interprétation) [hypoténuse?—coté vertical?]: [hypoténuse + coté vertical]
=16:8=2
Pour passer de 14 aux 3e et 4e opérations, il lui a fallu faire un pas de plus. Il
devait, me semble-t-il, savoir que:
[un premier nombre? — un second nombre?]: [ce premier nombre + ce second
nombre] = [ce premier nombre —ce second nombre]
Cela lui permettait en effet de comprendre encore sa 2e opération de la fagon
suivante:

(3einterprétation) [hypoténuse?—coté vertical?]: [hypoténuse + coté vertical]
= 16:8 = [hypoténuse —coOté vertical] = 2
On a constaté que cette 3e interprétation suppose de sa part la connaissance
d’une loi indépendante du théoréme de Pythagore.

3e opération (11.20-21) 8—2=26
Le 8 est la Ire donnée; le 2, le résultat que nous venons d’obtenir. La 3e opé-
ration a donc un premier sens évident:

(1re interprétation) [hypoténuse+ coté vertical]— [hypoténuse — coté vertical]
=8—-2=6
En considérant la 4e opération, nous serons obligés d’admettre que I’auteur a
connu I’égalité suivante:
[un grand nombre + un petit nombre]—[ce grand nombre — ce petit nombre]
= 2 X|[ce petit nombre]
Cette connaissance lui permettait de comprendre sa 3e opération comme
suit:

(2e interprétation) [hypoténuse+coté vertical] —[hypoténuse — coté vertical]
= 8—2 = 2 x[coté vertical] = 6
On constate que cela suppose de sa part la connaissance d’une autre loi indé-
pendante du théoréme de Pythagore.
Le sens des opérations suivantes est alors évident.

4e opération (1l. 21-22) 6:2=3
2 X [coté vertical]:2 = 6:2 =3

5e opération (11. 22-23) 8§—3 =5
[hypoténuse + c6té vertical] — coté vertical = hypoténuse = 8—3 =5

Second raisonnement possible

Ire opération 4* = 16
(Ire interprétation) base? = 42 = 16
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En vertu du théoréme de Pythagore, I’auteur sait que:
base? = hypoténuse? — coté vertical?
Il peut donc comprendre le résultat de sa lre opération comme suit:

(2¢ interprétation) hypoténuse?—coté vertical? = 16.

2e opération 16:8 =2
Le 16 est le résultat que nous venons d’obtenir; le 8, 1a premiére donnée. Le
sens immédiat de 'opération est donc:

(Ire interprétation) [hypoténuse?—coté vertical?]:[hypoténuse+coté verti-
ca)] = 16:8 =2
Cette interprétation correspond a la 2e que nous avons donnée de la méme
opération dans le raisonnement précédent. A partir de 13, le second raisonne-
ment se poursuit donc comme le premier.

6. Les connaissances requises pour résoudre le deuxiéme probléme

De quelque fagon que nous la reconstituions, la démarche suivie par
I’auteur semble impliquer la connaissance de deux propositions, indépendantes
du théoréme de Pythagore. Ce sont:

1. «La différence entre la somme de deux nombres et la différence entre le plus
grand et le plus petit d’entre eux est égale au double du plus petit d’entre
eux». Nous énongons algébriquement cette égalité dans la formule:

(a+b)—(a—b) = 2b.

Les Grecs pouvaient I’établir aisément, en utilisant les méthodes graphiques
qui leur étaient familiéres:

at+b S

I VANRVAN
=]
Vv
N\
o
Vv

a
I
| 1
< 2b >

2. «Le produit de la somme de deux nombres par leur différence est égal a la

différence de leurs carrés». Nous énongons algébriquement cette égalité dans
la formule:
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(a+b)(a—b) = a2—-b?,
On sait que les mathématiciens grecs ont découvert plusieurs relations de ce
type, en symbolisant les nombres par des lignes et des surfaces, au lieu de les
symboliser par des lettres, comme nous le faisons en algebre!. C’est ainsi
(Euclid 2, prop. 4) qu’ils ont par exemple démontré que

(a+b)2 = a?+b?+2ab.
Par des procédés semblables, ils étaient certainement capables de découvrir
notre formule. En voici la preuve:

Euclide (2, prop. 5) démontre la proposition:

s ( a+b _b)z =( a+b)2
2 2

Dans ce but, il fait les constructions notées dans le croquis suivant.

C D B
A =
K L G M
E F
H

Il trace la droite AB qu’il divise, par C, en deux segments égaux et, par D, en
deux segments inégaux. Sur CB, il construit le carré CEFB et trace la diagonale
BE. Par D, il tire une paralléle & BF et a CE; elle coupe BE en G et EF en H. Par
A, il tire une autre parallele a BF et & CE. Enfin, par G, il tire une paralléle 4 AB
et & EF; elle coupe AK en K, CE en L et BF en M.

Il peut alors démontrer que le rectangle ADGK (soit la surface AD X DB)
+ le carré LEHG (soit la surface CD?) = le carré CBFE (soit la surface CB?). Sj,
conformément a I’énoncé de sa proposition, nous considérons la longueur AD,

1 Cf. T. L. Heath, The thirteen books of Euclid’s Elements, transl. with Introduction and Com-
mentary, 3 vol. (Cambridge 1908) 1, 346-347. 372-374; 1. L. Heiberg, Geschichte der Ma-
thematik und Naturwissenschaften im Altertum (Miinchen 1925) 3; A. Rey, La science dans
l’antiquité 4: L’apogée de la science technique grecque ... (Paris 1942) 2e partie, 56.
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que nous pouvons appeler a, et la longueur DB, que nous pouvons appeler b,

nous constatons que
S (a+b_b)z _ ( a+b )1
2 2

Clest précisément, formulé en langage moderne, ce qu’il voulait établir.

Si nous considérons la longueur AC, que nous pouvons appeler a, et la
longueur CD, que nous pouvons appeler b, la méme construction et le méme
. raisonnement permettent d’établir que

(a+b)(a—b)+b?2 = a2,

On a constaté la chose depuis longtemps?. En modifiant trés peu, 'ordre des
équivalences a établir, la méme construction et un raisonnement semblable
permettraient de démontrer que le rectangle ADGK = le carré CBFE —le carré
LGHE soit donc, si ’on appelle AC, a et CD, b, que

(a+b)(a—b) = az—b2,

En bref, la découverte des deux formules dont le raisonnement de notre auteur
parait impliquer 'usage était accessible aux mathématiciens grecs. Si je ne me
suis pas trompé dans l'interprétation de sa démarche, le papyrus genevois
prouverait- & lui seul qu’ils les ont effectivement connues et les ont utilisées
couramment.

2 Cf. Heath, op. cit. 1,373. 383sqq.
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Planche 7. P. Gen. inv. 259.




Planche 8. Tablette en bronze (Inv. MAH 20151).
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